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第二單元 二階常數係數常微分方程式之求解
(Linear Differential Equations of Second Order With Constant Coefficients)

二階:表示其通解必須含有兩個任意常數項(即需有 C1及 C2兩項)
二階常數係數常微分方程式解法分析(常數係數表示係數 a 及 b 為常數)
齊次標準型式為: 0'''  byayy 齊次(Homogeneous D.E.)通解為 hy

非齊次標準型式為: )(''' xrbyayy  非齊次(Non-Homogeneous D.E.) 

特解為 py ,非齊次的通解為 ph yyy  (齊次通解+非齊次特解)
解法:(1)先求得 yh (利用特徵方程式,判定兩根特性)

(2) 再求得 py (利用微分反算子方法求得) ,
求得齊次通解 hy ，設所求的解 x

h ey  , 其中為未知係數

其特徵方程式(Characteristic Equation): 02  ba 其兩根

2
4

,1
2

21
baa 

 ，有下列 3 種狀況：

(1)兩根為相異實根(real roots):

兩個解 xx eyey 21
21 ,   且為線性獨立。

221
a

 通解 2211 ycycyh 

(2)兩根為相等實根(real double roots):

兩個解相同，即
x

a

eyy 2
21



 ，為線性相依(Linear dependent)
(無法用來表示通解,會造成任意常數項個數會減少)

需再利用變數轉換法得第三解 13 xyy  且與 1y 為線性獨立(Linear independent)
通解 12113211 xycycycycyh 
(3)兩根為共軛虛根(complex conjugate roots):

,, 21 qipqip   而 Rqp , (實數) 兩解 xqipey )(
1

 ， xqipey )(
2



為表示更簡化，化簡得第三解，第四解 3y 與 4y

qxey px cos3  ， qxey px sin4  ，且為線性獨立

通解 qxecqxecycycy pxpx
h sincos 214231   qxcqxce px sincos 21 

※範例 1：solve 08  yy ，Solution： 0)8(08  
0.,.8   為相異實數 ， xey 0

1  及 xey 8
2  ，通解： x

h eccy 8
21 

※範例 2：solve 044  yyy
solution： 0)2(044 2  yyy ， )(2..2 等根

則 xey 2
1

 ， xey 2
2

 ，所以通解：
xx

h xececy 2
2

2
1

 

※範例 3：solve 022  yyy

Solution： 0222  ， i
i







 1
2

22
2

842


所以通解： ]sincos[ 21 xcxcey x
h 
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2
3

2
1

8
84

4*2
)3(*4*4164 







 或 ，通解 xx
h ececy 2

3

2
2

1

1 

Case 2： 當 1 and 2 )( 21  (相同實數)
xey 1

1
 ，  xx eey 12

2
 為相依，需要再去找出另一個獨立解

參數變化法(Parameter variable Method)：利用己知的一個解—推出另一線性獨立解 ，假設

)(*)( 13 xyxuy  ， )(xu 叫做未知的函數，則  113 ** yuyuy

11111113 2)()**( yuyuyuyuyuyuyuy  ，代回原式得

0][][]2[ 11111  uybyuyuayuyuyu ，整理 0][]2[)(
11111  byyayuayyuyu

又 0*)2()()(22 11111111  yayayyay  ，
2

...02 1
a

a


 即

假設










2
02

0

111
a

ayy

xBAxuu

 成立， 通解 )*( 1211 yxcycyh  ，第 2 個解多乘上一個 x

※範例 4：solve 044  yyy ， 1)0(....1)0(  yy
solution： 0)2(044 2  yyy ， )(2..2 等根
則 xey 2

1
 ， xey 2

2
 ，所以通解： xx

h xececy 2
2

2
1

 

又 ])2([ 22
2

xx
h xeecy   ，當 1)0(11,0 12

0
1  ccecyx

])2)(0([)2(11,0 00
2

0 eeceyx  321 22  cc
所求的特解： xxx exxeey 222 )31()(3)1(  

Case 3： 1 and 2 (共軛複數 Complex roots)
ixxx  1101 22 ， ii 2*41*44 

iz 23 ， iz 23 (互為共軛複數)
任何一個複數 biaz  a 及 b 為實數， biaz  稱為複數 z 的共軛複數

qip 1 ， qip 2 ，來自 )0( 2  ba
則通解 ]sincos[ 21 qxcqxcey px

h 

※範例 5：solve 05816  yyy

Solution： 05816 2  ，
32

168
32

2568
32

320648 i






 

i
2
1

4
1
 ， 所以通解 ]

2
sin

2
cos[ 21

4
1 x

c
x

cey
x

h 

※範例 6：solve 022  yyy (90 台科大)

Solution： 0222  ， i
i







 1
2

22
2

842


]sincos[ 21 xcxcey x
h 

※範例 7：solve 02  yy (89 台大) ， Subject to 0)0( y ， 1)0( y
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Solution： 02  yy ， 022  ， 2,0   xx
h ececy 2

2
0

1 

※二階常係數非齊次 D.E 特解 py 之求解：

求解  )(xrbyyay
定理： 的齊次解為 )(xrbyyayyh  (代表 hy 含有 2 個任意常數項)

若 的非齊次特解為 )(xrbyyayy p  (代表 py 不含任意常數項)

則 為所求的ph yyy  )(xrbyyay  非齊次的特解

Proof： 0 hhh byyay 成立----(1)
)(xrbyyay ppp  成立----(2)

(1)+(2) )(][][][ xryybyyayy phphph 

與 )(][][][ xrybyay  比較 可知其通解為 ph yyy 

◎求 py 的方法[微分反運算子法] ：

定義：微分運算子=
dx
d

D 

  ydxyyy
D

Dyy
dx
d

dx
dy

y
1

， yDy
dx
d

dx
yd

y 22
22

2



yDy
dx
d

dx
yd

y 33
33

3



)()( 2 xrbyaDyyDxrbyyay ppp 



D
D

11 ， 2

1
D

，則 )]([
1

2 xr
baDD

y p 


(一)當 xexr )( (指數函數)，為常數
※範例 8：Solve   43232 3xx eeyyy 通解 ph yyy 

原式相當於 432)32( 32   xx eeyDD
Solution：先求 hy ：

322  DD ， 3,1  DD ， xx
h ececy 3

21  

再求 py ： ]432[
32

1 3
2 


  xx

p ee
D

y

= ]4[
32

1
]3[

32
1

]2[
32

1 0
222

3 xx e
DD

e
DD

e
DD

x










= ]4[
3)0(20

1
]3[

3)3(23
1

]2[
3)1(2)1(

1 0
22

3 xx eee x










= ]4[
3

1
]3[

12
1

]2[
4

1 0
3

x
x

x eee





 ==
3

4
][

4
1

][
2
1

3 


 
x

x ee

結論： ][
1

2
x

p e
baDD

y 




(1)分母 D 用代入，分母 0 直接計算出解答。

(2)分母 D 幅代入，分母=0 ，修正公式為 ][
)(

1 x
mp e

D
y 


 ][

!
x

m

e
m
x 
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(二)當 xx或xr  cossin)(  (三角函數)，為常數
(1)分母 D2 項用-2 值代入，分母 0 ，直接計算出解答。

(2)分母 D2 項用-2 值代入，分母=0 ，修正公式為   ]cos[
2

sin
)(

1
22 x

x
x

D
y p 








 或

  ][sin
2

cos
)(

1
22 x

x
x

D
y p 










※範例 9：Solve xxyD 3sin2cos2)4( 2 
求 hy ：令 0)4( 2 D 2,2 D xx

h ececy 2
2

2
1



求 py ： ]3[sin
4

1
]2cos2[

4
1

22 x
D

x
D

y p 



 xxxx 3sin

13
1

2cos
4
1

]3[sin
13
1

]2cos2[
8

1











通解： xxececyyy xx
ph 3sin

13
1

2cos
4
12

2
2

1  

※範例 10：Solve xyDxyy 3sin)4(3sin4 2 

(1) 042 Dyh：令 iD 2 ]2sin2cos[ 21
0 xcxcey x

h 

(2) xx
D

y p 3sin
5
1

]3[sin
4

1
2





 通解： ph yyy 

※範例 11：Solve xeyyy x 5sin3712352 5 

(1) 0))5(7(352: 2  DDDDyh

D=-7. , 5 xx
h ececy 5

2
7

1  

(2) py : ]5sin37[
352

1
)]2(

7
1

[
)5(

1
2

5 x
DD

e
DD

y x
p 






]5sin37[
602

1
][

)5(
1 5 x

D
e

D
x





 ]5sin37[

36004
602

2
5 x

D
D

xe x






]5sin37)[602(
3700

15 xDxe x  ]5sin37*60cos5*74[
3700

15 xxxe x 

(三)當 )33()( 2  xxxr (二次多項式函數為例)
※範例 12：Solve 325102 3  xyyy

325)102( 22  xydD ]325)[( 2
01

2
2  xaDaDa

依 01
2

22 102
1

aDaDa
DD




， 找出 012 ......... aaa 的係數值

相當 4321
01

2
2

2 00001))(102( DDDDaDaDadD 

(1) 比較 0D 項的係數：
10
1

1))(10( 00  aa

(2) 比較 1D 項的係數：
50

1
)

10
1

(
5
1

5
1

0210 0101








 aaaa

(3) 比較 2D 項的係數： 0)
50

1
(2

10
1

10
1

0210 2120 


 aaaa

500
3

50
3

10
1

25
1

10 2





a
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]325)[
10
1

50
1

500
3

( 22 


 xDDy p )325)(
10
1

()50)(
50
1

()50)(
500

3
( 2 


 xx 2

2
5

xx 

※範例 13： Solve xexxyyy 22cos593103 

(1) 03103: 2  DDyh ， 0)3)(13(  DD ，所以
3
1

,3


D xx

h ececy 3
2

3
1

1






(2) ]2[
35
1

]cos5[
10

1
)9)(( 2

01
x

p ex
D

xaDay 

xexx 2

35
2

sin
2
1

3)9)(
9
10

( 


 xexx 2

35
2

sin
2
1

310 

通解： ph yyy 

即 xxx
exxececy 23

2
3
1

1 35
2

sin
2
1

310  



